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Рассмотрим квазилинейное уравнение

Lγ,ε[u] = uxx
(
2ε+ (γ + 1) u2x + (γ − 1)u2y

)
+ 4uxy uxuy+

+ uyy
(
2ε+ (γ + 1) u2y + (γ − 1) u2x

)
= 0, (1)

где |γ| ≥ 1, ε = 0, 1 или −1. Это уравнение обобщает многие известные уравнения
геометрии и теории потенциала.

Для уравнения (1) в работе [3] была исследована проблема существования целых
решений для случая |γ| > 1. Для одного предельного случая γ = 1, ε = 1, соответству-
ющего уравнению Саймона

L1,1[u] = (1 + u2x) uxx + 2uxuy uxy + (1 + u2y) uyy = 0,

проблема Бернштейна была рассмотрена в [4]. Другой предельный случай γ = −1,
ε = −1 соответствует уравнению минимальных поверхностей

L−1,−1[u] = (1 + u2y) uxx − 2uxuy uxy + (1 + u2x) uyy = 0. (2)

Хорошо известно (см. [2]), что целыми решениями уравнения минимальных по-
верхностей являются только линейные функции. Для уравнений (1) и уравнения Сай-

мона свойство Бернштейна не выполняется, поскольку существуют счетные семейства
нетривиальных решений, заданных в виде явной параметризации в терминах гипергео-

метрических функций [3; 4].
Тем не менее метод построения этих решений может быть применен для исследо-

вания уравнения минимальных поверхностей. В данной работе приводятся результаты

этого исследования.

1. Замечания о методе построения решений

Опишем кратко суть метода построения решений уравнения (1).
C помощью преобразования Лежандра [5, с. 43]
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ξ = ux(x, y), η = uy(x, y), v(ξ, η) = xξ + yη − u(x, y)

преобразуем квазилинейное уравнение (1) в линейное

vξξ
[
2ε+ (γ + 1)η2 + (γ − 1)ξ2

]
− 4ξηvξη + vηη

[
2ε+ (γ + 1)ξ2 + (γ − 1)η2

]
= 0.

Будем искать решение последнего в виде функций с разделенными полярными перемен-
ными

ξ = ρ cos τ, η = ρ sin τ, v = f(ρ) cos(kτ).

Непосредственными вычислениями можно установить, что

v(ρ, θ) = ρk F (a, b; c;−|γ − 1|
2

ρ2) cosNθ,

где θ = τ/(N − 1), k = N/(N − 1), а

F (a, b; c; −|γ − 1|
2

ρ2) = 2F1(a, b; c; −
|γ − 1|

2
ρ2) —

гипергеометрическая функция с параметрами, заданными равенствами

a = 1
2

(
k + 1

γ−1
− 1

|γ−1|
√
k2(γ2 − 1) + 1

)
,

b = 1
2

(
k + 1

γ−1
+ 1

|γ−1|
√
k2(γ2 − 1) + 1

)
,

c = k + 1.

Напомним, что гипергеометрическая функция F (a, b; c; t) является решением урав-
нения

t(1− t)F ′′ + [c− (a+ b+ 1) t]F ′ − ab F = 0

и при c 6= −1,−2, . . . представима в виде ряда

F (a, b; c; t) =
∞∑

k=0

(a)k (b)k
(c)k

· t
k

k!
, (3)

где

(a)k = a · (a+ 1)(a+ 2) . . . (a+ k − 1) =
Γ(a+ k)

Γ(a)
, (a)0 = 1.

Таким образом, поскольку преобразование Лежандра является инволюцией, реше-
ние квазилинейного уравнения (1) будет определяться параметризацией

x = vξ(ξ, η), y = vη(ξ, η), u = xξ + yη − v(ξ, η).

И будет справедлива следующая теорема.

Теорема 1. Пусть |γ| > 1, N ≥ 2 — произвольное натуральное число, k = N
N−1

и

f(ρ) = ρkF (a, b; c;− |γ−1|
2
ρ2), где F (a, b; c; t) — гипергеометрическая функция Гаусса c

параметрами

a = 1
2

(
k + 1

γ−1
− 1

|γ−1|
√
k2(γ2 − 1) + 1

)
,

b = 1
2

(
k + 1

γ−1
+ 1

|γ−1|
√
k2(γ2 − 1) + 1

)
,

c = k + 1.

(4)
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Тогда параметрическое представление

x = A(ρ) cos(2N − 1)θ +B(ρ) cos θ,
y = A(ρ) sin(2N − 1)θ −B(ρ) sin θ,
uN = M(ρ) cosNθ

(5)

задает непрерывную функцию uN(x, y), являющуюся решением уравнения (1). Здесь

A(ρ) = 1
2

(
f ′(ρ)− k

ρ
f(ρ)

)
,

B(ρ) = 1
2

(
f ′(ρ) + k

ρ
f(ρ)

)
,

M(ρ) = ρ f ′(ρ)− f(ρ).

(6)

Решения вида (5) будем называть N -решениями.
Отметим, что из метода построения не следует, что полученные решения являются

целыми или даже, что они определяют функциональную зависимость uN(x, y). Дока-

зательство этих фактов требует более тонкого анализа и базируется на исследовании
свойств гипергеометрических функций и их комбинаций специального вида. В частно-

сти, принципиальную роль играет доказательство того факта, что градиентное отобра-
жение

W = (x, y) = ∇ξηv(ξ, η) (7)

является гомеоморфизмом плоскости на себя.

2. N-решения уравнения минимальных поверхностей

Чтобы получить параметрическое представление N -решений уравнения минималь-

ных поверхностей, можно проделать все действия предыдущего параграфа примени-
тельно к (2). С другой стороны, можно воспользоваться полученной параметризацией
(4)–(6). Используя и тот, и другой подход, мы получим одинаковый результат, что озна-
чает непрерывность решений по параметру γ в предельных точках γ = −1 и γ = 1.
Отметим, что непрерывность в γ = 1 установлена в [3].

Таким образом, можно сформулировать теорему.

Теорема 2. Пусть N ≥ 2 — произвольное натуральное число, k = N
N−1

и

f(ρ) = ρkF (
k

2
− 1

2
,
k

2
; k + 1;−ρ2),

где F (a, b; c; t) — гипергеометрическая функция Гаусса. Тогда параметрическое пред-
ставление

x = A(ρ) cos(2N − 1)θ +B(ρ) cos θ,
y = A(ρ) sin(2N − 1)θ −B(ρ) sin θ,
uN = M(ρ) cosNθ,

задает непрерывную функцию uN(x, y), являющуюся решением уравнения (1). Здесь

A(ρ) = 1
2

(
f ′(ρ)− k

ρ
f(ρ)

)
,

B(ρ) = 1
2

(
f ′(ρ) + k

ρ
f(ρ)

)
,

M(ρ) = ρ f ′(ρ)− f(ρ).
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Отметим одну особенность полученной параметризации. В случае, когда пара пер-
вых параметров гипергеометрической функции отличается на 1

2
, определено квадратич-

ное преобразование Гаусса (см. [1, с. 77]), а именно:

F (a, a+
1

2
; c; z) = 22a

[
1 +

√
1− z

]−2a

F

(
2a, 2a− c+ 1; c;

1−
√
1− z

1 +
√
1− z

)
.

Таким образом, после надлежащих преобразований, имеем

F (
k

2
− 1

2
,
k

2
; k + 1;−ρ2) = 2k−1

(1 +
√
1 + ρ2)k−1

· F (k − 1,−1; k + 1;
1−√

1 + ρ2

1 +
√
1 + ρ2

).

Поскольку, в силу (3),

F (a,−1; c; t) =
∞∑

n=0

(−1)n (a)n
(c)n

tn

n!
= 1− a

c
t,

то

F (
k

2
− 1

2
,
k

2
; k + 1;−ρ2) = 2k−1

(1 +
√
1 + ρ2)k−1

·
(
1− (k − 1)

(k + 1)
· 1−

√
1 + ρ2

1 +
√
1 + ρ2

)
.

Используя полученное параметрическое представление N -решений уравнения ми-
нимальных поверхностей, можно получить большинство результатов [3]. Перечислим
те, которые потребуются нам в дальнейшем.

Лемма 1. Пусть |γ| > 1, k = N/(N − 1) и N — натуральное число, N ≥ 2. Пусть
также параметры a, b и c удовлетворяют (4), а A(ρ) и B(ρ) определены равенствами
(6). Тогда

(i) функция B(ρ) положительна при всех ρ > 0, а A(ρ) сохраняет знак, причем
sgnA(ρ) = sgnγ;

(ii) справедливы неравенства B ≥ |A| ≥ 0, B′ ≥ |A′| ≥ 0.

Учитывая изложенное выше, оценим |W |. Из (7) и параметризации решения полу-
чим

|W |2 = x2 + y2 = A2 +B2 + 2AB cos 2Nθ.

В силу пункта (i) леммы 1 справедливо A < 0 и B > 0 для ρ > 0, а значит,

(A +B)2 ≤ |W |2 ≤ (B − A)2,

где

B −A =
k

ρ
f(ρ) = k · 2k k

√
1 + ρ2 + 1

(k + 1)(1 +
√
1 + ρ2)

1
(

1
ρ
+
√
1 + 1

ρ2

)k−1
.

Из последнего представления, в силу возрастания функции B − A, следует, что

|W | =
√
x2 + y2 6

k2

k + 1
· 2k.

Таким образом, минимальная поверхность, имеющая структуру N -решений, будет

являться C2-гладким графиком, заключенным в цилиндр радиуса k2

k+1
· 2k.

В качестве примера на рисунке на плоскости переменных x, y изображены прооб-
разы кривых вида ρ = const и проекция цилиндра радиуса 16/3 для N = 2.
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N-SOLUTIONS OF MINIMAL SURFACE EQUATION

I.A. Romanova

In current paper we apply the method of [3] to research a structure properties of MSE-

solutions.

Key words: quasilinear differential equation, minimal surface equation, Bernstain prob-

lem, entire solution, minimal surface.
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